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1 Voret iseloomustav maatriks ning venitusmaatrik-
sid

Igasugused kristalle on véimalik kirjeldada Bravais’ vorega, mis koosneb elementaarrak-

kudest. Kolmemodtmelise kristalli korral iseloomustatakse rakku kolme vorevektoriga:

a = (ay,ay,a,); (1.1)
b= (by, by, bs.); (1.2)
¢ = (cg, ¢y, C); (1.3)

Kristall on invariantne translatsioonide suhtes, mida kirjeldab vorevektoritest moo-

dustatud translatsioonivektor R;L, mis saadakse jargnevalt:

—

R, = @ + nob + n@ , kus ny,na, ny € N; (1.4)

Elementaarrakku iseloomustav maatriks koostatakse vorevektoritest jargmiselt:

a/it bl‘ CJ?
R= Qy by Cy | » (]- 5)
a, b, c,



Kristalli venitusi on véimalik kirjeldada ruutmaatriksiga D, mille dimensiooniks on 3,

mis mojub voret iseloomustavale maatriksile R jargnevalt:

R = R.D; (1.6)

Saadud tulemus R’ iseloomustab deformeeritud Bravais’ voret. Tehe . on maatrikskorrutis.

2 Erinevad deformatsiooni maatriksid

2.1 Vorevektorite suunalised deformatsioonid

Elementaarraku deformatsioone vektorite suunas iseloomustavad jargmised maatriksid[1]:

146 0 0

Di=] 0 10]: (2.1)
0 01
1 0 0

Dy=10 146 0]; (2.2)
0o 0 1
10 0

Di=]101 0 |; (2.3)
00 1+6)

Maatriksid D;, D5 ning D3 iseloomustavad vastavalt vektorite a, b ning ¢ suhtelist muu-
tust suuruse 0 vorra. Vektorite pikkuse muutus iseloomustab kristallvore elementaarraku

venitust voi kokkusurumist kindla vorevektori suunas.



2.2 Elementaarraku deformatsioon, mis tekib vorevektori nihu-

tamisel tema sihis

Maatriksid Dy, Dy ning Dg, mis avalduvad jargmiselt[1]:

(2.6)

2.3 Vorevektorite suunaline deformatsioon konstantsel elemen-

taarraku ruumalal

Jargnevad maatriksid iseloomustavad deformatsioone vastavate vorevektorite suunas nii,

et elementaarraku ruumala jadb samaks[1]:

Dy

Dy

144
0
0

)
=
|
S,
¢

(2.7)

(2.8)

(2.9)



2.4 Elastsusmaatriks ning sellest soltuvad elastsuskoefitsiendid

Materjali elastsusomadusi kirjeldab elastsusmaatriks, mis on iildiselt 6x6 maatriks. Or-

torombiliste kristallide puhul néeb elastsusmaatriks vélja jargnev:

cip ¢ a3 0 0 0

clpg €2 c23 0 0 0

c c c 0 0 0
C— 1,3 C23 €33 ; (2.10)

0 0 0 C4.4 0 0

0 0 0 0 Cs5,5 0

0 0 0 0 0 Ce,6
Lisaks on voimalik viimase maatriksi abil avaldada painduvus maatriksi.

S=C (2.11)

Viimase kahe maatriksi abil on voimalik leida erinevad elastsuskoefitsiendid. Leiame

koigepealt elastsusmooduli soltuvuse suunast.
1/K = (s11+ s12 + s13)07 + (512 + S22 4 52,3)15 + (51,3 + S2,3 + 83.3)15; (2.12)

Suurused [y, I, [3 iseloomustava vastava suuna koosiinust.

Reussi ja Voigti nihkemoodulid avalduvad jargnevalt:

15
Ggr = ; 2.13
f A(s11 + S22+ 533) —4(s12+ S13 + S2.3) + 3(S44 + S55 + Se6) ( )
1 1
Gy = 1—5(01,1 + ot 33— C1o—C13— Ca3) + 5(04,4 + ¢55 4 Co6); (2.14)
Reussi ja Voigti elastsusmoodul avalduvad jargmiste valemite kaudu.
Bp = ! : (2.15)
f (s11 + S22+ S33) +2(S12 + S13 + S2.3) ’ .
1 2
BV = —(01’1 + 0272 + 0373) + —(01,2 + 0173 + 0273); (216)
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Eelnevatest vorranditest on voimalik avaldada iildise nihke- ning elastsusmooduli jargnevalt:

1
G = §(GR—|—Gv); (2.17)

1

Toome lisaks vilja Youngi mooduli ning Poisson’i suhte.

9BG

RET YR (2.19)
3B - 2G

Viimasena toome vilja vorrandi, millega on véimalik kirjeldada Youngi mooduli so6ltu-

vust suunast.

1/E = l%81,1+2l%l%8172+2l%l§8173+l35272+2l%Z§SQ,3+l§8373+l§lg8474+Z%Z§S575+l%l38676; (221)

3 Venitusi iseloomustavad elastsuskoefitsiendid

Eelnevalt kirjeldatud deformatsiooni maatriksitega mojudes on voimalik leida kristalli
energia soltuvuse elementaarraku muutuste suhtes. Energia muutus on iildjuhul kirjelda-

tav jdrgmise vorrandiga:
1
E(V,6) = E(V,0) + Vo(zl: 7:&i0i + 2 ;Ci,j5ifi5j§j) + 0(53)5 (3.1)

Viimases vorrandis suurus 0 iseloomustab defaormatsiooni suurust ning 7 on deformat-
siooni tensori komponent. Liige O(5°) iseloomustab Taylori rea kolmandat jirku viikeseid

suurusi, mida antud ldhnduses ei arvetstata. Suurus £ omandab jargnevaid vadrtusi.

1 kuiie {1,2,3}
&= ) (3-2)
2 kuiie {475,6}

Pohimotteliselt on arvutatud tulemused ldhendatavad jargmisele vorrandiga.

() = a+ B8 + v6%; (3.3)
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Lisaks elementaarraku muutusest tingitud energia muutusele tuleb arvestada raku
ruumalast tingitud muutusega F(V,0). Vottes viimasest vorrandist teist jirku osatuletise

0; jargi taandub viimane probleem vilja ning saame vorrandi:
Yi = Vocig (34)

Viimase vorrandiga on voimalik kétte saada koik paarisindeksitega elastsuskoefitsiendid

C1,1,C2,2,C33,C4,4,C55 NINGZ Cg 4.

4 Arvutuslikud tulemused, graafikud ja koefitsiendid

4.1 Venitusmaatriks D,

Venitusmaatriksi D, abil on voimalik leida elastsuskoefitsient ¢; ; jirgnevast vorrandist.

E(V,8) = B(V0,0) + Vo6 + Vy 546% (4.1)
Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = a + Sx + va?. Toome

jirgnevalt vélja vastava graafiku.

-53.245

‘datatt’ using 2.3 +
flx)

-53.25 -

-53.255 -

53.26 S

-53.265 -

-53.27 -

-53.275 -

-53.28 -

53.285 L 1 1 L 1

Joonis 1: Arvutuspunktid maatriksi Dy jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.
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Tabel 1: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2825827489177257
I3 0.0448333333334243259
y 58.206493506479226

Arvestades, et V, = 85.962A43 on voimalik leida suuruse 1,1 vadrtuse.

¢1, = 216.9729051 GPa; (4.2)

4.2 Venitusmaatriks D

Venitusmaatriksi D, abil on voimalik leida elastsuskoefitsient ¢y 5 jirgnevast vorrandist.

E(V,8) = B(V0,0) + Vomad + 1y 526 (4.3)

Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = o + Sz + yx?. Toome

jargnevalt vilja vastava graafiku.

-53.26

T
'D2/datatxt” using 2:3  +
flx)

-53.265 -

-53.27 |

-53.275

-53.28 |-

-53.285

Joonis 2: Arvutuspunktid maatriksi Dy jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.



Tabel 2: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2825775324675206
15} —0.00666666666620103696
y 34.938528138493332

Arvestades, et V, = 85.962A43 on voimalik leida suuruse o9 VAHrtuse.
C95 = 130.23828 GPa (4.4)

4.3 Venitusmaatriks Dy

Venitusmaatriksi D5 abil on voimalik leida elastsuskoefitsient c3 3 jirgnevast vorrandist.

E(V,8) = B(V0,0) + Vorsd + 1y 526 (4.5)

Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = o + Sz + yx?. Toome

jargnevalt vilja vastava graafiku.

-53.255

T
'D3jdatatxt” using 2:3  +
flx)

-53.26 |©

-53.265

-53.27 |-

-53.275

-53.28 |-

-53.285

Joonis 3: Arvutuspunktid maatriksi Dj jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.



Tabel 3: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2825912554112548
15} —0.0199333333329102247
y 36.634199134150115

Arvestades, et Vi = 85.962A4° on voimalik leida suuruse ¢33 viidrtuse.

¢33 = 136.5591386 G Pa (4.6)

4.4 Venitusmaatriks D,

Venitusmaatriksi Dy abil on voimalik leida elastsuskoefitsient ¢4 4 jirgnevast vorrandist.

E(V,8) = E(Vp,0) + 2V 746 + 2V, ¢4 0% (4.7)

Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = o + Sx + yx?. Toome

jargnevalt vilja vastava graafiku.

-53.255

T
"Dajdata txt” using 2:3  +
flx)

-53.26 |-

-53.265

-53.27 |-

-53.275

-53.28 |-

-53.285

Joonis 4: Arvutuspunktid maatriksi Dy jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.



Tabel 4: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2826088744588660
15} —0.0000499999995657918520
y 38.036580086546791

Arvestades, et V, = 85.962A43 on voimalik leida suuruse 44 VBEATtuse.

¢4 = 35.44667779 GPa (4.8)

4.5 Venitusmaatriks Dj;

Venitusmaatriksi Dy abil on voimalik leida elastsuskoefitsient ¢ 5 jirgnevast vorrandist.

E(V,8) = E(Vp,0) + 2V, 756 + 2V, ¢55 0% (4.9)

Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = o + Sx + yx?. Toome

jargnevalt vilja vastava graafiku.

-53.255

T
'DS/data txt” using 2:3  +
flx)

-53.26 |-

-53.265

-53.27 |-

-53.275

-53.28 |-

-53.285

Joonis 5: Arvutuspunktid maatriksi Dy jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.

10



Tabel 5: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2828307359307232
15} —0.000433333333186570449
v 43.7177489177370120

Arvestades, et Vi = 85.962A4° on voimalik leida suuruse c; 5 viidrtuse.

¢55 = 40.74101711 GPa (4.10)

4.6 Venitusmaatriks Dg

Venitusmaatriksi Dg abil on voimalik leida elastsuskoefitsient cg ¢ jirgnevast vorrandist.

E(V,8) = E(Vp,0) + 2V, 766 + 2V} ¢ 0% (4.11)

Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = o + Sx + yx?. Toome

jargnevalt vilja vastava graafiku.

-53.255

T
'D/data txt" using 2:3  +
flx)

-53.26 |-

-53.265

-53.27 |-

-53.275

-53.28 |-

-53.285

Joonis 6: Arvutuspunktid maatriksi Dg jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.
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Tabel 6: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2826472943722891
15} 0.00115000000053087914
y 43.7504329003781578

Arvestades, et Vj = 85.962A4° on voimalik leida suuruse cg6 viidrtuse.
ce,6 = 40.77147563 G Pa (4.12)

4.7 Venitusmaatriks D

Venitusmaatriksi D7 abil on voimalik leida elastsuskoefitsient ¢ o jirgnevast vorrandist.

1
E(‘/, 5) = E(‘/E), O) + % (’7'1 - 7'2)(5 —+ 5% (0171 -+ C22 — 20172) 52, (413)

Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = o + Sx + yx?. Toome

jargnevalt vilja vastava graafiku.

-53.245

T
"data.txt" using 2:3
f(x)

-53.25 -

-53.255 -

-53.26 -

-53.265 -

-53.27 -

-53.275 -

-53.28 -

-53.285

Joonis 7: Arvutuspunktid maatriksi D; jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.
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Tabel 7: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2825700595238203
I3 0.0522499999995505865
y 57.7595238096163897

Arvestades, et V, = 85.962A43 on voimalik leida suuruse c19 vadrtuse.
1,2 = 65.95221430 GPa (4.14)

4.8 Venitusmaatriks Dy

Venitusmaatriksi Dg abil on voimalik leida elastsuskoefitsient ¢; 3 jirgnevast vorrandist.

1
E(‘/, 5) = E(‘/E), O) + % (’7'1 - 7'3)(5 —+ 5% (0171 -+ C33 — 20173) 52, (415)

Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = o + Sx + yx?. Toome

jargnevalt vilja vastava graafiku.

-53.24

T
'DE/data txt" using 2:3  +
)

-53.245

-53.25 |-

-53.255

-53.28 |-

-53.265

-53.27 |

-53.275

-53.28 |-

-53.285

Joonis 8: Arvutuspunktid maatriksi Dg jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.
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Tabel 8: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2825792136150369
I3 0.0575613940050676634
y 61.8030877573118147

Arvestades, et Vj = 85.962A4° on voimalik leida suuruse ¢; 3 viidrtuse.
c1,3 = 61.57616340 GPa (4.16)

4.9 Venitusmaatriks Dy

Venitusmaatriksi Dy abil on voimalik leida elastsuskoefitsient ¢y 3 jirgnevast vorrandist.

1
E(‘/, 5) = E(‘/E), O) + % (7'2 - 7'3)(5 —+ 5% (0272 -+ C33 — 20273) 52, (417)

Viimast vorrandit on voimalik lihendada funktsiooniga f(z) = o + Sx + yx?. Toome

jargnevalt vilja vastava graafiku.

-53.25

T
'DY/data txt” using 2:3  +
)

-53.255

-53.26 |-

-53.265

-53.27 |

-53.275

-53.28 |-

-53.285

Joonis 9: Arvutuspunktid maatriksi Dg jaoks, venitusel 2%

Ning funktsiooni f(x) sobitatud koefitsiendid.
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Tabel 9: Sobitatud funktsiooni f(x) koefitsiendid koos veaga

Koefitsient Vadrtus
o —53.2825716450216476
15} —0.00174999999918164987
v 49.0465367964679615

Arvestades, et Vj = 85.962A4° on voimalik leida suuruse ¢ 3 viidrtuse.

Co3 = 41.98477440 G Pa (4.18)

4.10 Elastsusmooduli soltuvus suunast

Vastavalt vorrandile on voimalik leida elastsusmooduli soltuvuse suunast. Toome siinkohal
vélja vaid graafikud. Esimesed kolm kirjeldavad projektsioone kolmele tasandile (a-b, a-c,

b-¢) ning neljas on kolmemootmeline graafik.
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4.10.1 Projektsioon a b tasandile

" poordk(cosit).sin(t).0)

600 400 200 0 200 400 600

Joonis 10: Elastusmooduli projektsioon vektoritega @ ning b midratud tasandile

4.10.2 Projektsioon a c tasandile

T " poordk(cos(t),0.sn(e)

600 400 200 o 200 400 600

Joonis 11: Elastusmooduli projektsioon vektoritega @ ning ¢ méédratud tasandile
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4.10.3 Projektsioon b ¢ tasandile

pﬂﬂrd‘K(D,cns(t),sm(t))

300 200 100 0 100 200 300

Joonis 12: Elastusmooduli projektsioon vektoritega gning ¢ madratud tasandile

4.10.4 Kolmemdotmiline joonis

slulrsinlvi*poordkicos(ul*sin(v),sinfu)*sinlv).cos(v)), sin(ul*sin(v)*poordk(eos(ul*siniv),sin{u)*sin{v).cos(v)), coslv)*poordkleos(ul*siniv),sinful*sin(v).cos(v))

300 i “s00
o - -600
660 -700-700

Joonis 13: Elastusmooduli séltuvus suunast kolmemd&dtmeline joonis
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4.11 Nihke- ning elastsusmoodulid

Vastavalt eelpool defineeritud valemitele saame Reussi ja Voigti elastsus- ning nihkemoo-

duliteks jargmised vairtused.

Nihkemoodul:
Gr = 42.52549886G Pa; (4.19)
Gy = 44.34231261G Pa; (4.20)
Elastsusmoodul:
Br = 84.43446201G Pa; (4.21)
By = 91.42184823Gpa; (4.22)

Uldine nihke- ning elastsusmoodul:

G = 43.43390574GPa; (4.23)
B = 87.92815510G Pa; (4.24)

Youngi moodul ning Poisson suhe:
E =111.8799266G Pa; (4.25)

v = 0.2879330640; (4.26)

4.12 Youngi mooduli séltuvus suunast

Jargnevalt toome sarnaselt elastsusmooduliga vilja neli graafikut, mis iseloomustavad

Youngi mooduli soltuvust suunast.
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4.12.1 Projektsioon a b tasandile

poorde(cos(t).sin(t).0)

200 100 0 100 200

Joonis 14: Youngi mooduli projektsioon vektoritega @ ning b madratud tasandile

4.12.2 Projektsioon a c tasandile

200 T

poordE(cosit),0,sin(t))

200 100 o 100 200

Joonis 15: Youngi mooduli projektsioon vektoritega @ ning ¢ médratud tasandile
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4.12.3 Projektsioon b ¢ tasandile

' poorde(0,cosit).sin(t))

100

100

vektoritega b ning ¢ méaratud tasandile

Joonis 16: Youngi mooduli projektsioon

4.12.4 Kolmemdotmiline joonis

slulrsinlvi*poordelcos(ul*sin(v),sin(u)*sinlv).cos(v)), sin(ul*sin(v)*poorde(eos(ul*siniv),sin{u)*sin{v).cos(v)), coslv)*poordeleos(ul*siniv),sinful*sin(v).cos(v))

TN
II\I\V AR

I'
!&A\\V/"'I"..=“:.’A\\\\

/‘ \\
’.

N '-l\\—'l‘l‘ =-’

%‘\\

suunast kolmemodtmeline joonis

Joonis 17: Youngi mooduli soltuvus
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4.13 Tasakaalutingimused ning venituskoefitsiendid

Venituskoefitsientide taskaalutingimusi iseloomustavad jérgnevad vorrandid|].

(110 + €22 — 2¢12) > 0;
(110 + 33 — 2¢13) > 0;
(6272 +c33 — 202,3) > 0;

c11>0; 2 >0; c33>0;

44> 0; 55 >0; c6>0;

(61,1 + €29 + €33 + 261,2 + 26173 + 20373) > (;

Lisaks vaatleme tingimust elastsusmooduli ja venituskoefitsientide jaoks.

1 1
5(0172 +ec13+c3) < By < 3(0171 +ca0 4 C33);

(4.27)
(4.28)
(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

On néha, et venituskoefitsientide positiivsuse tingimus on tédidetud, toome ka tulemu-

sed iilejadinud vorratuste jaoks. Tulemuste iihikuteks on GPa.

(€11 + €22 — 2¢12) = 215.3;
(cig + 33 — 2c13) = 230.4;
(cop +c33 — 2c03) = 182.8;
(€11 + Co9 + €33+ 2¢1 2 + 2¢1 3 + 2¢33) = 822.8;
1
5(01,2 +c13 + ca3) = 56.5;
By = 87.9;

1
5(01’1 + C2.2 + 63’3) = 1613,

21
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